Test und Verldsslichkeit Grosse Ubung zu Foliensatz 3

Prof. G. Kemnitz

14. Mai 2020

Contents

1 Grundlagen
1.2 Lineare Transformationen, ... . . . . . . . . . . . 0 0 i v it e e e e e

1.3 Verteilung von Zahlwerten . . . . . . . . . ... L

2 Né&herungen fiir ZV
2.1 Binomialverteilung . . . . . . . ... e
2.2 Poisson-Verteilung . . . . . . . . .. e
2.3 Bereichschétz. Poisson . . . . . . . ... L
2.5 Bereichschdtzung NVT . . . . . . . ... oL
2.6 VarianzerhShung . . . . . . . . .. L
2.7 Bereichsschitz. Zahlw. . . . . . . . . Lo

3 Misch- und multimodale Verteilung

4 Weitere Verteilungen

4.1 Pareto-Verteilung . . . . . . . . . L

Inhalt: GroRe Ubungen zu Foliensatz 3

Contents
1 Grundlagen

Aufgabe 3.1: Erwartungswert, Varianz einer diskreten Verteilung

Gegeben ist die Verteilung in der nachfolgenden Tabelle:

Wert 5 6 8 11 | 22
Wahrscheinlichkeit | 0,1 | 0,2 | 0,4 | 0,2 | 0,1

Wie grof sind

a) Erwartungswert?

b) Varianz?

c¢) Standardabweichung?

a) Erwartungswert:
E[X]=0,1-5+02-6+04-8+02-114+0,1-22=9,3
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b) Varianz als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:

Var[X] = 0,1-(5-93)°+0,2-(6—-9,3)°+0,4-(8—-9,3)
+ 0,2-(11-93)>40,1-(22-9,3)> =214

Varianz nach Verschiebungssatz:

Var[X] = 0,1-5°40,2-6°+0,4-8%40,2 117
+ 0,1-222-932=214

c¢) Standardabweichung: sd [X] = /Var [X] = /21,4 = 4,63

Aufgabe 3.2: Erwartungswert, Varianz Datenstichprobe

Fiir eine Modellfehlermenge von 1000 Fehlern wurden fiir 10 verschiedene Zufallstestsétze derselben Linge
die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler bestimmt:

| Versuchi [ 1 ]2 [3[4[5]6[7[8]9]10]
[ Ergebnis onmei | 58 [ 49 [ 40 [ 54 [ 67 [ 35 [ 34 [ 57 [ 47 | 66 |

Schitzen Sie aus der Datenstichprobe.
a) Erwartungswert?

b) Varianz?

¢) Standardabweichung?

a) Erwartungswert:

3

. 1 1
Xl=w=—:" w; = — T;
A W ; [
= 50,7
b)Varianz:
. 1 Fu A 2

¢) Standardabweichung: sd [X] = \/Var [X] = v/140 = 11,8

1.2 Lineare Transformationen, ...

Aufgabe 3.3: Varianz einer linearen Transformation

Kontrollieren Sie die Gleichungen fiir die Varianz einer linearen Transformation:
Var[a- X +b] = a® - Var [X]

flir eine diskrete Zufallsgrofte X, die #X verschiedene Wert x; annehmen kann.

Var [X] = Zpi'(wi*E[XDQ
Varfa- X +b] = Y pi-(a-zi+b—(a-E[X]+Db))”
= aQ-Zpr(wi—E[X])Q\/

Var[X]
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Aufgabe 3.4: Beweis Varianz Summe

Zeigen Sie, dass die Varianz der Summe zweier Zufallsgrofien gleich der Summe der Varianzen plus der
doppelten Kovarianz ist:
Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y] 4+ 2- Cov [X, Y]

mit der Kovarianz:

Cov[X,Y] = E(X-E[X]) (Y -E[Y)])

= Zx: (ij (pi - pj - (wi —E[X]) - (i — ED’])))

i=1 \j=1

Nx Ny

Var[X +Y] = Z (Z (pi cpj e (@ —E[X] +y; —E[YD2>>
i—1

1

=1 \Jj
Ny [ N,
= Z(z(pi-pj-(mE[X1>2+<yiE[Y1>2+2-<ziE[X])-(wIE[Y])))>

i=1 \j=

Ny Ny Ny Ny Nx Ny
= > p @ —EXDT S+ S p - —EYD2Y 2 Y (Z (01 -5 - (i — E[X]) - (ui E[Y])))
i=1 j=1 j=1 i=1

i=1 \j=1
~——

Var[X] 1 Var[Y] 1 E((X —E[X])-(Y —E[Y]))=Cov|[X,Y]

Aufgabe 3.5: Erwartungswert und Varianz Summe

Drei Holzbausteine, die je eine zu erwartende H6he von 3cm mit einer Standardabweichung von 1 mm
haben, werden zu einem Turm aufgeschichtet. Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung
hat die Hohe des Turms? Die Hohen der Bausteine sollen nicht korrelieren (Kovarianz null).

E (hges) =

D? (hges) =
Summe der Erwartungswerte:
E [Hges] =3 -3cm =9cm

Summe der Varianzen:
Var [Hyes) = 3 - (1 mm)?

Standardabweichung der Summe:

sd [Hges] = 1/ Var [Hyes) = V3mm

1.3 Verteilung von Zihlwerten

Aufgabe 3.6: Verteilung der Fehleranzahl

Die Fehler ¢ = 1 bis 5 mit folgenden Nachweiswahrscheinlichkeiten
’Fehler\1\2\3\4\5‘
[ pi [ 10% | 20% | 40% | 50% | 30% |
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seinen unabhéngig voneinander nachweisbar. Berechnen Sie fiir die Anzahl der nachweisbaren Fehler
a) die Verteilung durch Ausfiillen der nachfolgenden Tabelle.
b) Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.
’ Fehleranzahl \ 0 \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 5
F1 90% 10%
F1, F2 2%
F1 bis F3 0,8%
F1 bis F4
F1 bis F5

Fehleranz. \ 0 \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 b)
F1 90% 10%
F1, F2 72% 26% 2%
F1 bis F3 | 43,2% | 44,4% | 11,6% 0,8%
F1 bis F4 | 21,6% 43,8 28% 6,2% 0,4%
F1bis F5 | 15,12% | 37,14% | 32,74% | 12,74% | 2,14% | 0,12%

Erwartungswert: #X
E[X] =) pi=01+02+04+05+03=15
=1
Varianz: 4X
Var[X]=> pi-(1-p:)=09-01+08-02 ...
=1

4+0,6-0,4+05-05+0,7-0,3=0,95

Standardabweichung: sd[X] = /Var [X] = 0,975

2 Naherungen fiir ZV

2.1 Binomialverteilung

Aufgabe 3.7: Annidherung der Zihlverteilung durch eine Binomialverteilung

Anndhern der Zahlverteilung aus der Aufgabe zuvor durch eine Binomialverteilung mit N = 5 und
p=E[X]/N.

a) Verteilung durch Ausfiillen der nachfolgenden Tabelle.

b) Varianz.

Mittlere Nachweiswahrscheinlichkeit: p =

PIX=k | (1-p° [5p(1-p*| 10-p* 10-p° -
(1-p)° (1-p)°

Zihlvert. 16,81% 36,02% 30,87% 13,23%

a) Verteilung:

[ & [ o [ t [ 2 [ 38 | 4 ] 5 |
| P[X =k] | 16,81% | 36,02% [ 30,87% | 13,23% | 2,84% | 0,24% |

Zghlverteilung aus der Aufgabe zuvor zum Vergleich:

[ P[X =k] | 15,12% | 37,14% [ 32,74% | 12,74% | 2,14% | 0,12% |

b) Varianz:
Var[X] =N -p-(1-p)=5-03-(1—03) =1,05

(Varianz der Zihlverteilung 0,95)
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2.2 Poisson-Verteilung

Aufgabe 3.8: Anndherung der Zihlverteilung durch eine Poisson-Verteilung

Anzahl der Service-Anforderungen n = 10*. Wahrscheinlichkeit einer Fehlfunktion je Service-Leistung sei
prr = 1075,

a) Erwartungswert der Anzahl der FF?

b) Wahrscheinlichkeit fiir 0, 1, 2 und > 2 Fehlfunktionen?

Erwartungswert: E [X] = %
keine FF: P[k =0] =
eine FF: Pk = 1] =
zwei FF: Pk = 2] =
mehr als zwei FF: Pk > 2] =
a) Erwartungswert: FF
— . 4 — JE—
E[X]=prr-10" =01 755557
b) keine FF: Pk = 0] = e "X = 90,48%
eine FF: Plk=1]=e "™ .E[X] =9,05%
. . 2
zwei FF: Plb=2 = e BX . BT _ o 450

mehr als zwei FF:
Pk > 2] =1-90,48% — 9,05% — 0,45% = 0,015%

2.3 Bereichschitz. Poisson

Aufgabe 3.9: Maskierungsanzahl

Bei der Uberwachung von Service-Ergebnissen wird im Mittel eine von tausend Fehlfunktion (FF) nicht
erkannt. Wie wahrscheinlich ist es, dass

a) von tausend FF keine unerkannt bleibt?

b) von tausend FF mehr als eine unerkannt bleibt?
c¢) von 5000 FF weniger als 3 unerkannt bleiben?
d) von 5000 FF mehr als 8 unerkannt bleiben?a)

k<z )\k
Pois(\, x) =P[X < 2] = Ze*)‘ o
k=0
a)
Pois (1, 0) = e~ " = 36,8%
b)
1—Pois(1, 1) =1—e""- (1 + %) = 26,4%
c)
. _5 5 57
Pois (57 2) =€ -1 + i + a = 1275%
d)

. _ 5 5,5 5 5* 5 5% 57 5%
1—P018(5,8)71—6 <1+i+§+§+j+§+a+*+*

=6,81%
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Aufgabe 3.10: Schitzen der FF-Rate mit kleinen Zihlwerten

Fiir N = 105 Service-Anforderungen wurden z;s; = 5 FF geziihlt. In welchen Bereich liegt die zu erwar-
tende FF-Rate mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o1 = ap = 1%7?

lar=o | kise=4 | k=5 | kix=6 |
0,5% [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] | [1,79, 11,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% [3,09, 5,51] | 3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]

Aus der Tabelle aus der Vorlesung ist fiir kisy = 5 fiir den Erwartungswert der Bereich A € [1,79, 11,6]
ablesbar. Das entspricht einer FF-Rate von

¢e[1,79-107°, 11,6 - 107

2.5 Bereichschitzung NVT

Aufgabe 3.11: Werkstiick mit normalverteilter Masse

X— normalverteilte Masse eines Werkstiicks. Erwartungswert p = 1kg, Standardabweichung ¢ = 10g.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Masse X

a) grofer als 1,03kg ist?
b) kleiner 9,98 kg oder grofer 10,2 kg ist?

c¢) Fiir welchen symmetrischen Bereich kann mit Irrtumswahrscheinlichkeit oy = as = 1% garantiert
werden?

P[X > 1,03kg]: gosucht:
o) = ()] e | Pf >i):1‘q’(3)
normierte Werte _3 9 1 0 1 2 e
Masse | | | 1l‘<g T 1,0ékg
2l .0 1 .2 3 4 .5 .6 T .8 .9
0,... 10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,... 10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,... 10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 1 — @ (3) = 0,13%
P[9,98kg < X < 10,02kg]:

lo(2) = o)
normierte Werte -3 _:2 1 0 1 2 e
Masse 9,98kg 10kg 10,02kg T
2| .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9

w N = O

10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554
.10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192
. 0772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997

0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
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Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 2 - (1 — ® (2)) — 1 = 4,56%
Bereich von X bzw z, fiir den gilt:

@<Zminzm>:1_¢<zmaxzm>:1%

g (e

a 2.27% [ 0,13% | 0 [ 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
> (1—a) | 2 3 | 4205 233 2,57 | 2,88 | 3,10

Gesuchter Bereich: z € 2,33 = X € 1kg F23,3¢g,

2.6 Varianzerhéhung

Aufgabe 3.12: Effektive Fehleranzahl

Fiir eine Modellfehlermenge von 1000 Fehlern wurden fiir 10 verschiedene Zufallstestsétze derselben Lange
die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler bestimmt:

| Versuchi [ 1 [2[3[4][5[6][7][8]9]10]
| Ergebnis x; [ 58 [ 49 [ 40 [ 54 [ 67 [ 35 | 34 [ 57 [ 47 [ 66 |

a) Schétzen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler.

b) Wie grof ist die Varianzerh6hung gegeniiber einer Summe unabhéngiger Z&hlwerte?

Erwartungswert:
. 1
E[X] = z= %;x = 50,7
Varianz:
. 1 #ao . 2
Var[X] = g > (:c —]E[X]) — 140

i=1

Var [X] 140,01
E[X] 50,7
Die Varianz ist so hoch, als ob in der Modellfehler immer etwa drei Fehler identisch nachweisbar wéren.

k=

= 2,76

2.7 Bereichsschitz. Zihlw.

Aufgabe 3.13: Maskierungswahrscheinlichkeit

Bei einer Uberwachung wurden von N = 1000 Fehlfunktionen x5y = 178 nicht erkannt. Zuldssigen
Irrtumswahrscheinlichkeiten «; = s = 0,5%. Geringe Maskierungabhéngigkeiten (k = 1,5).

In welchem Bereich liegen der Erwartungswert der Anzahl der Maskierungen und die Maskierungswahr-
scheinlichkeit p?

Standardabweichung:
sd [ X] &~ k- Tist = /1,5-178 = 16,3
a 227%10,13% | 0 | 2% 1% | 0,6% | 0,2% | 0,1%
d1(1-a) 2 3 41205 | 2,33 | 2,57 | 2,88 | 3,10
EXlyg = st —sd[X]- @71 (1—as)

178 — 16,3 - 2,57 = 136
Tigt +sd [X] - o1 1—a1)
= 178 +16,3-2,57 = 220

E[X]oq

Maskierungswahrscheinlichkeit: p € [13,6%, 22%)]
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Aufgabe 3.14: Erforderliche Zihlwertgrofie
Zur Abschétzung der Wahrscheinlichkeit p fiir ein Service-Versagen wurden fiir N = 10% Service-Anforderungen
xist = 441 FF gezéhlt. Keine Abhéngigkeiten k = 1.

a) Wie grof sind die Irrtumswahrscheinlichkeit «; und gz, dass ¢ auferhalb eines Intervalls # -
(1£10%) liegt?

b) Mit wie vielen Service-Anforderungen ist die Uberpriifung fortzusetzen, um die Irrtumswahrschein-
lichkeit auf oy = ap < 1% abzusenken?

e 10 (£ =2 D)

sd [X]
_ EX]oe — @ist
e
mit
Tist — E [X}UG =E [X]OG — Tist = 0,1 * Tist
sd [X} ~ \/Tist
B e 0,1 - Ties z 00 L]
= az= NG 1,...[0,8413 0,8643
— B (2,1) = 1,79% 2,...|0,9772 010821
’ ’ 3,... 10,9987 0,9990
« 2.27% 1 0,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0.2% | 0,1%
T T(1_a)| 2 3 | 4205|233 257 | 2,88 | 3,10

Erh6hung der Anzahl der Service-Anforderungen, bis

0,1- insm)
1-0| —— | <1%
( vV List.1

0.1 Tigea = 1 (1—1%) =2,33
Tien > (10- @71 (1 1%))” = 543

Zigen > (10- 071 (1 - 1%))” = 543

auf etwa: £43
=N - =1.231-10°
Ny =N 1A ,23 0

d.h. um 2,31 - 105 Service-Anforderungen.

Aufgabe 3.15: Mindestmodellfehleranzahl

Wie groft muss die Modellfehleranzahl N unter Vernachléssigung von Nachweisabhéngigkeiten (k = 1) mindestens sein
um mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o < 2% fi
99% F 0,4% garantieren zu kénnen?

In Anlehnung an die Aufgabe zuvor:

o (N(99%-986%)\ . . (N-04%\ _a
oz =1 ‘b( sd[X] )‘1 q)(sdm)gz
L (N(994% - 99%)\ _ . . (N-04%\ _ «
‘“*q’( sd [X] >*1 ‘b<sdm>§2

' (1—9)-sd[X]
Nz 0.4%

sd [X] < max (\/N -98,6% - (1 — 98,6%), /N -99,4% - (1 — 99,4%))

= /N -98,6% - (1—98,6%) = 11,75% - VN

7' (1-2)-11,75% - VN

N =
0,4%
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' (1-2)-11,75% - VN
0,4%

2
N> <2,33-11,75%) _ 4685

0,4%
o 227% [ 0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0.2% | 0,1%
> T(1—a)| 2 3 4205|233 2,57 | 2,88 | 3,10

Es miissen 4685 unabhingig voneiander nachweisbare Modellfehler simuliert werden, bei Nachweisabhén-
gigkeiten x-mal so viele, von denen der Test 99% nachweisen muss.

3 Misch- und multimodale Verteilung

Aufgabe 3.16: Verteilung der Widerstandswerte
In eine Kiste fiir 1kQ-Widerstiande wurde

e 500 Widerstinde mit normalverteiltem Widerstandswert, Erwartungswert 1,02k und Standard-
abweichung 102 und

e 300 Widerstdnde mit normalverteiltem Widerstandswert, Erwartungswert 9,99 k) und Standard-
abweichung 15

gemischt. Welche Verteilung haben die Widerstandswerte bei zufélliger Entnahme aus der Kiste?

Beschreibung mit Hilfe der standardisierten Normalverteilung @ (z).

Fx (R)=P[X <R] =

500 R —1,02kQ 300 R — 0,99k
1002 800 150

Aufgabe 3.17: Bereichsschitzung Kapazititswerte

Gegeben ist eine Stichprobe gemessener Kapazititswerte in nF:
C: 1,20, 1,23, 1,18, 1,25, 1,21, 1,19, 1,23, 1,22, 1,09, 1,17
Gesucht ist der Bereich, in dem der Erwartungswert liegen kann. Zuléssige Irrtumswahrscheinlichkeit
a=2%
a) Erwartungswert und Standardabweichung der Datenstichprobe?
b) Bereich, wenn die Kapazititswerte normalverteilt sind?

c) Bereich nach der tschebyscheffschen Ungleichung
a < Var [X] /e°
d.h. ohne Annahmen iiber die Verteilung der Kapazitdtswerte 7

Erwartungswert der Datenstichprobe:
k[C] = o (1,20 4+ 1,23 +1,18 41,25 + 1,21 + 1,19

41,234+ 1,224+ 1,09+ 1,17) = 1,17

Standardabweichung der Datenstichprobe:

— = 10,0450

. - 3 - -
Sd[c]:\/a,zo 1,179) +(;,23 1,179)2 + .

. E[C]=1,17; sd[C] = 0,0450
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a 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
o 1(1-a)|205[233] 257 | 2,88 | 3,10

E[C] e R[C] Fsd[C] & (1_%:1%)

=1,17 F 0,0450 - 2,33
= [1,065, 1,275]

. E[C] =1,17; sd[C] = 0,0450

E[C] € E[C] F “17\/[?
0,0540
V2%

= [0,861, 1,497]

=1,17TF

4 Weitere Verteilungen

4.1 Pareto-Verteilung

Aufgabe 3.18: Verteilung von Schadenskosten

10

Die erheblichen Schiaden durch autonomer Fahrzeuge ab .,;,, = 10.000 Eur sei so pareto-verteilt, dass

U = 15% der Schadensfille W = 90% der Gesamtschadenskosten verursachen.

a) Welchen Formfaktor k hat die Pareto-Verteilung?

b) Ab welcher Schadenshohe zdhlt ein Schadensfall zu den 15%, die die 90% Gesamtschadenskosten

verursachen?

a) Formfaktor:Der Anteil der Ursachen U mit der gréften Wirkung:

*° ©k.xk Tonin \
U:/ f(ﬂﬁ)'dm:/u o dr = (wmm>

Wmin

haben mindestens die Wirkung:
_1
Wmin = Tmin - U *
die zu erwartende Gesamtwirkung:

e k ) :L‘Enin
W =F [X'X > wmin] = k+1 x-de

Wmin

k Tmin k=1 k-1
= . s = . k
-] Tmin ( > E[X]-U

Wmin
1 1
k= = = 1,0588
(1 _ ln(W)) (1 _ 1n(90%))
In(U) In(15%)

b) Mindestschaden:
Wmin = Lmin * U7% = 74.534 Eur

Aufgabe 3.19: Verteilung der mittleren Nachweislinge

Gegeben sind die mittleren Nachweislédngen fiir 24 Modellfehler:
x = [10 11 13 15 17 18 21 24 29 31 33 37 40 ...
52 67 70 83 110 185 217 290 420 850 1730 5870];
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Daraus sollen die Parameter k einer Parato-Verteilung

Fy(n)=P[N<n]~1- (f)k

flir die mittlere Nachweislinge N angeschitzt werden.

a) Stellen Sie die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler # Fng,k als Funktion der Nachweisldnge n mit
doppelt logarithmischer Achsenteilung dar.

b) Legen Sie eine Ausgleichsgerade in die Graphik und bestimmen Sie aus der Geradengleichung k.

20 e loo. Anstieo: k — — »(10) _
o log. Anstieg: k= —1- = 0,677
#FNErk I 10 : 1_&“—‘ In(30)
5 F I E
2 - —||_
1 1 1 1 1 11 111 1 1 1 1 IIT|I 1 1
10 50 100 200 500 1000 2000
ny ~ 20 ng ~ 600

Parato-Verteilung: k£ = 0,677



